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CILASAalXa

1. Fie p, al n—lea numar prim.
a) Aratati ca p, >3n,(V)n=12.
b) Aflati ne N* astfel incat p; + p, +...+ p, <198.

Prelucrare Carmen si Viorel Botea

Solutie: 0

a)Consideram P(n):"p, >3n,(V)n212."P(12): p, >36, pj, =37>36.(1p) Presupunem P(n)(A)si
demonstram P(n+1): p,,; >3(n+1).Avem p,,, 2 p, +223n+1+2=3(n+1)= p,,, 23(n+1).
Nu putem avea egalitate deoarece3(n+1):3 si nu este prim. (3p)

b) p1:2,p2 :3,p3 :5,p4:7,p5:11,p6:13,p7 :17’p8:19,p9:23,p10:29,p11:31'

Observam ci p, <3k,(V)k:1,_11,(2p)198:3-%:3-(1+2+3+...+11):>ne {1,2,...11};n>13=

D tpy e tp, 2 ptpytatp3>198, p+ py +..+ p,=197<198 deci, ne {1, 2,...,12}.(1p)

2. Se considerd numarul natural » i numadrul natural prim §i impar p.

a) Demonstrati ca p3 — peste divizibil cu 24.
2n 2n
-1 . +22
53 € (0,1), atunci > 3
p-p p—p

b) Demonstrati ca dacd €(0,1).
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Solutie:

a) Avem p’—p=(p—-1)p(p+1),deci p’—p este divizibil cu 3, fiind un produs de trei numere
naturale consecutive. (1 p) Totodata, tinand cont cd p este prim §i impar, el are una si numai una
din formele M, +1 si M, +3. (1p)Prin urmare, p’ — p este divizibil cu 8. Fiind divizibil si cu 3,
iar (3,8) =1, deducem ci este divizibil cu 24. (1p)

b) Mai intdi 5% —1=25"—1=(25-1)(25"" +25"2 +..+25+1) = 5" -1 : 24. (1p)

Folosind acum ipoteza, putem scrie



52:_1 e (0:1)=5"-1<p’—p=(5"-1)-(p' - p)<0.(1p)

p’=p
Cum (5" -1)—(p’ - p) i 24, urmeaza (5" -1)—(p’ - p)<-24<-23.(1p)
2n 2n
in final 5 +22< p*— p= "2 <1, deci "2 (0:1). (1p)
P =p p’=p

3. In triunghiul AABC notam B’ mijlocul laturii[AC] si ¢/ mijlocul laturii [AB] astfel Tncat
AC+2BB' = AB+2CC’

Sa se arate ca triunghiul AABC este isoscel.
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Solutie:

b+2my, =c+m, = b*+4m} + d4bmy, = c* +4m? + dem, (1p):>b2+2(a2+cz)— b + 4bmy =c* +
+2(a2+b2)—cz+ 4cmc(1p):2c2+ 4bmy, =2b* + 4em, =
2my, =c—b+2m, ) 2 2 2 2
5 5 (1p)=0b" + 2cm, =b(c—b+2m.)+c” =bc—b" + 2bm, +c” —2cm, —b" =0=
¢+ 2bmy, =b" + 2cm,
=b(c—b)+(c—=b)(c+b)-2m, (c—b)=0=(c=b)(b+c+b—2m,)=0(1p) & c—b=0 sau 2b+c—2m, =0.
1. Dacd ¢—b=0=aABC este isoscel. (1p)
2. Dacd 2b+c—2m, =0=>2b+c=2m, = 4m} =4b> +4bc+c* =2(a” +b7 ) - =4b> +4bc+* =
2a° +2b* —c* =4b* +4bc+c* = 2a” +2b° —* —4b* —4bc—c* =0=2a” —2b* —4bc—2c* = 0=
a* —(b+c)’ =0(1p) = (a—b—c)(a+b+c)=0. Daci a—b—c =0 sau a+b+c=0=>a=b-+c fals iar

a+b+c>0=aABC isoscel b=c solutie.(1p)



